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های  تفاضل محدود و حجم محدود و دمقایسه بین  مت
بعدی  له انتقال حرارت دوأاجزا محدود در حل یک مس

 در یک بلوک
 

 بیژن فرهانیه، ورنا ستاریس
 دانشکده مهندسی مکانیک دانشگاه صنعتی شریف

 
 

 چکیده
های گوناگون عددی به تحلیل انتقال حرارت در یک جسم جامد در این مقاله به کمک روش        

مساله با شرایط مرزی شار صفر. مرکب متشکل از چند نوع ماده مختلف پرداخته شده است          
وسیله برنامهه  مساله ابتدا ب  . بعدی حل گردیده است   و انتقال حرارت جابجایی در حالت دو         

نوشته شده به زبان فرترن با متد کلی تفاضل محدود و در سه فرم  صریح ، کرانک نیکلسن و
Tecplot افزار ضمنی حل و کانتورهای دما و بردارهای شار حرارتی در جسم به  وسیله نرم              

زارـاف رمـ و ن   fluentدود  ـجم مح ـزار ح ـاف رمـمک ن ـه به ک   ـلأپس مس ـس. دـده گردی ـاهـمش
 . حل گردیدansysاجزا محدود

اجزا محدود و حجم محدود با هم در           در این مقاله به بررسی سه روش تفاضل محدود و             
. حل مسایل انتقال حرارت پرداخته و دقت و کارآمدی این روش ها با هم مقایسه شده است                  

دود زمان همگرایی  کمترو نتایج بهتری را در            دهد که روش حجم مح     مقایسه کلی نشان می   
روش اجزا   . تفاضل محدود از خود نشان می دهد         مرزها نسبت به روش اجزا محدود و        

در میان    .دهد محدود نیز نسبت به روش تفاضل محدود نتایج بهتری را از خود نشان می                 
تری بر  ج دقیقگردد و نتای های تفاضل محدود نیز در حالت صریح سرعت حل بیشتر می روش

. شود روی مرزها مشاهده می                                                                                     
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 مقدمه
یشگاهی بسیار  های تجربی و آزما    های محاسباتی به نسبت روش     بررسی انتقال حرارت به کمک روش         

های عددی نیاز به     افزارها و گسترش روش    با توجه به رشد روزافزون نرم      . باشد تر می  کم هزینه و دقیق   
 . باشد مقایسه و شناسایی متدهای گوناگون در حل مسایل مختلف می

 
 مدل فیزیکی 

شماره ده شده در شکل وک مرکب نشان داـم در بلـعدی غیر دایـ دو بیدر این مقاله انتقال حرارت هدایت    
 .های گوناگون عددی  بررسی شده است با روش) 1(

  مدل فیزیکی در نظر گرفته شدهـ 1 شکل
 .آمده است )1(شماره باشد که خواص آنها در جدول   نوع ماده مختلف می5بلوک جامد مرکب از     

 
 

 های در نظر گرفته شده خواص و جنس دیوارهـ 1 جدول

 
 

 5دیوار شماره  4دیوار شماره  3دیوار شماره  2دیوار شماره  1دیوار شماره  دیوار

)/( 3mKgρ 1000 1470 840 960 2000 

)
.

(
KKg
jCv 1330 45 1300 1120 840 

)
.

(
Km
Wk 79/0 03/0 75/0 51/0 3/1 
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 و پیشروی زمانی بندی شبکه
YXباشد و فقط مقادیر    خت می بندی در نظر گرفته شده یکنوا       شبکه    ∆∆ خاطر ه  ب. قابل تغییر هستند   ,

)( .بندی دردو جهت یکسان فرض شده است  شبکهx ,yله در جهت أتقارن مس YX ∆=∆ 
باشد که با افزایش کل زمان حل،          های حالت دایم می      رسیدن به جواب    ،سازی هدف اصلی   در این مدل  

 .باشد  میsec 5مورد استفاده در حل ) ∆t( گام زمانی. هم دست یافتتوان به این می م
.  نود در نظر گرفته شده است       30صورت یکسان و برابر      ه   ب x,yبرای حل اولیه تعداد نودها در جهت          

جاجایی قسمتی از فضای حل که در آنجا انتقال حرارت          . نیز حل شده است    له درحالت های دیگر   أالبته مس 
ثیری أبندی شده است هر چند که این موضوع در حل انتقال حرارت در بلوک جامد  ت                 وجود دارد نیز شبکه   

 .ارائه شده است) 2(شماره بندی استفاده شده در شکل  یک نمونه از شبکه. ندارد

 لهأبندی در نظر گرفته شده برای حل مس شبکهـ 2 شکل
 
 

 شرایط مرزی و حدس اولیه
 :زی شار صفر شرط مر)الف

       10)(0 ±=⇒=
∂
∂

⇒=
wallwall IIwallwall TT

n
Tq 

 
)1( 

 
 : شرط مرزی جابجایی)ب
  T2یا    T1برابر   ) I=1(سازی این نوع شرط مرزی ابتدا دما روی نود خارجی             در این برنامه جهت مدل       

های ذکر   یک از روش   معادله بالانس انتقال حرارت برای هر        ) I=2(در نظر گرفته و روی نود بعدی           
 .شود شده نوشته می) ، کرانک نیکلسون و ضمنیصریح(

                            1±∆×=
wallIcconvection TAhq )2( 

 
 :شود حاصل می3 ثابت بوده و ضریب انتقال حرارت جابجایی از معادله  T2یا   T1دماهای    
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       )3( 

 
3/1,25.0,23.1,5.1,6,1:که در آن    21 ====== QPDDXMXL 

 .باشد  تابعی از دما میchبنابراین
 

 حدس اولیه 
 : باشد صورت ذیل میه حدس اولیه استفاده شده ب   

)4 (                                                    





 +

==

2
21)1(

,
TTT p

ji 

 
 .رود کار میه  قرار دارند نیز بsq=0رابطه فوق برای نودهایی که روی مرزهای   
 

 بندی فرمول
 روش تفاضل محدودـ 1

 ]Explicit(  ]2,1( سازی به روش صریح  گسسته) الف
 :صورت زیر خواهد بوده له بأمعادله کلی حاکم در این مس   

)5 (                                          
t
T

y
T

x
T

∂
∂

=







∂
∂

+
∂
∂

α
1

2

2

2

2

 

 
 : غیر مرزی(i,j)سازی برای نود  گسستهـ 1 ـ الف

)6(               






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

∆
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p
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p
ji

p
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p
ji α 

دست آوردن دما در زمان     ه  برای ب ) 6(شماره  با توجه به فرمول     . دهنده تغییرات زمانی است     نشان  pکه   
با توجه به حدس    ( باشند نیاز است که همگی در دسترس می      ) p( فقط به دماهای زمان قبلی     ) p+1( جدید
 :آید دست میه صورت زیر  به ه جبری، دما در زمان جدید بلذا دراین روش با یک محاسب) اولیه

 
)7( 
 
 
 

 :جهت اعمال شرط مرزی جابجایی(i,j)سازی برای نود گسستهـ 2 ـ الف
باشد، معادله   می1Tبا دمای ثابت   ) i-1,j(که همسایه نود مرزی       ) i,j(برای نود    ) 3( شماره    ر شکل    د

 :ست از ابالانس عبارت
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گرفته شده برای نودی که درآن شرط مرزی جابجائی  سازی در نظر شرایط گسسته:ـ 3 شکل
 شود اعمال می

1دمای مجهول ) 8( شماره   حل معادله  از 
,
+p
jiT سازی نیز   از خاصیت صریح بودن گسسته    . آید دست می ه   ب

 .شود دیده می) 9(شماره له در شکل أحل مسالگوریتم فرترن برای  .اینجا استفاده شده است در
 
 ]Crank Nickolson(]6,4,3( سازی به روش کرانک نیکلسون  گسسته) ب

 :خواهد بود )5(شماره صورت معادله ه له بأمعادله کلی حاکم در این مس
 
 : غیر مرزی(i,j)سازی برای نود   گسستهـ 1 ـ ب
 
 
)9( 
 
 
 
 
 
 

دست آوردن دما در زمان جدید علاوه بر دماهای زمان قبلی نیاز به               ه   فوق برای ب   با توجه به فرمول      
1( دـباش یـد م ـان جدی ـاهای مجاور در زم   ـدم

1,
+
+
p
jiT،1

1,
+
−
p
jiT،1

,1
+

+
p
jiT 1 و

,1
+

−
p
jiT (هـادلـن مع ـن در ای  ـابرایـبن 

که با نوشتن این معادله برای تمامی نودها به تعداد کل مجهولات معادله               مجهول وجود دارند    ) 5(شماره  
 . آید دست میه خطی ب

 
  : جهت اعمال شرط مرزی جابجایی(i,j) نود  سازی برای  گسستهـ 2 ـ ب
 )10( شماره   مانند معادله  برای فرم نشان داده شده در روش قبلی  معادله بالانس بر روی نود مذکور                   
 .باشد می
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دست آوردن دما در زمان جدید علاوه بر  دما های زمان قبلی نیاز به دماهای مجاور                 ه  که در آن برای ب       
1( باشد در زمان جدید می   

1,
+
+
p
jiT،1

1,
+
−
p
jiT،1

,1
+

+
p
jiT (  شماره   در این معادله )با نوشتن   و مجهول وجود دارد  ) 4

 . آید دست میه برای تمامی نودها به تعداد کل مجهولات معادله خطی باین معادله 
 
 ]Implicit( ]7,5(سازی به روش ضمنی  گسسته) ج
 :زیر خواهد بود) 5(شماره صورت معادله ه له بأمعادله کلی حاکم در این مس   
 : غیر مرزی(i,j)سازی برای نود  گسستهـ 1 ـ ج
 
)11( 
 
 
 
 
دست آوردن دما در زمان جدید علاوه بر دماهای زمان قبلی نیاز به               ه  توجه به فرمول فوق برای ب      با      

1( باشد دماهای مجاور در زمان جدید می     
1,

+
+
p
jiT  ،1

1,
+
−
p
jiT،1

,1
+

+
p
jiT1 و

,1
+

−
p
jiT (  شماره   در این معادله )مجهول ) 5

 . آید دست میه وشتن این معادله برای تمامی نودها به تعداد کل مجهولات معادله خطی بوجود دارد که با ن
 
 :جهت اعمال شرط مرزی جابجایی(i,j)سازی برای نود   گسستهـ 2 ـ ج
 :معادله بالانس بر روی نود مذکور) 3( شماره برای شکل   

)12(           
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 آوردن دما در زمان جدید علاوه بر  دما های زمان قبلی نیاز به دماهای مجاور                 دسته  که در آن برای ب       

1( باشد در زمان جدید می   
1,

+
+
p
jiT  ،1

1,
+
−
p
jiT،1

,1
+

+
p
jiT (   شماره   فلذا در این معادله )مجهول وجود دارند که با     ) 4

الگوریتم فرترن  . آید دست می ه  ل مجهولات معادله خطی ب    نوشتن این معادله برای تمامی نودها به تعداد ک        
 .شود دیده می) 10(شماره له در شکل أبرای حل مس

 
 ]8[بندی اجزا محدود فرمولـ 2
 .شودی معادلات مربوط به هدایت حرارتی در قانون بقای انرژی از فرمول زیر محاسبه مـ 

                       { } [ ]{ }TLDq −= )13( 
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 .ضرایب انتقال حرارت در سه جهت هستند Kxx,Kyy,Kzzکه در آن    
 :از ترکیب معادلات بالا دارید   

)15(                             { } { } { } [ ]{ }( ) qTLDLTLV
t
Tc TT &&&=+


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 +
∂
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 :به صورت زیر است) 15(شماره فرم باز شده معادله    









∂
∂

∂
∂

+







∂
∂

∂
∂

+







∂
∂

∂
∂

+=







∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
TK

zy
TK

yx
TK

x
q

z
TV

y
TV

x
TV

t
Tc zyxzyx &&&ρ )16( 

 
 :معادلات مربوط به همرفتـ 2
 

                                    { } { } ( )BSf
T TThq −=η )17( 

                              { } [ ]{ } ( )TThTLD Bf
T −=η 

 
)18( 
 
 

 فرم معادلات برای در نظر گرفتن توامان همرفت و هدایت   
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2* )19( 

 
 ]9[بندی حجم محدود فرمولـ 3 

آن  های دائم استفاده گردید که در در روش حجم محدود از الگوریتم حل توام سرعت و فشار در جریان              
 مرتبه اول و معادله پیوستگی و معادله        Upwind به کمک روش     x,yجهت   دو از حل معادلات ممنتوم در    

فشار با یک روش      حل معادلات سرعت و    . شود مرتبه اول استفاده می     Upwindانرژی به کمک روش      
 .گردد تا همگرائی حاصل شود   انجام میSIMPLEتکرار مانند الگوریتم 

 
 :ها با متدهای گوناگون حل جواب

                روش تفاضل محدودـ 1
 سازی به روش صریح گسسته) الف

های جدید با توجه به زمان        نودهای فضای حل دما در زمان       با نوشتن بالانس انتقال حرارت در تمامی          
له  به هدف اصلی یعنی گرایش       أبا تکرار زیاد این پروسه در طول کل زمان حل مس           . آید دست می ه  قبلی ب 

ثری  ؤثیر مستقیم و م   أدر این روش تمامی پارامترها ت      .رود کند ودقت حل بالاتر می     به حالت دایم پیدا می    
زمان . باشد آید هر چند سرعت آن بسیار بالا می         ر حالت کلی روش دقیقی  به حساب نمی         د. بر حل دارند  
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های حل با این روش      چند نمونه از جواب   .  ثانیه جهت پایدارشدن حل در نظر گرفته شده است         200000کل  
 .بینید می) 4(شماره را در شکل 

 
 )Explicit( وش صریح سازی به ر کانتورهای دما در روش تفاضل محدود گسستهـ 4 شکل

 سازی به روش کرانک نیکلسونه گسست) ب
های جدید با حل یک دستگاه       با نوشتن بالانس انتقال حرارت در تمامی نودهای  فضای حل دما در زمان                

تر  کند و حل دقیق    له به حالت دایم گرایش پیدا می      أبا تکرار این پروسه مس    . آید دست می ه  معادلات خطی ب  
زمان . تر است  تر خواهد بود ولی سرعت حل آن پایین         ن روش به نسبت روش قبلی بسیار دقیق       ای. شود می

های حل با این روش را در         چند نمونه از جواب   . باشد  ثانیه جهت پایدار شدن حل مناسب می         1000کل  
 .بینید می) 5( شماره های شکل

 
 سازی به روش کرانک نیکلسون محدود گسسته کانتورهای دما در روش تفاضل ـ5 شکل 

)Crank Nickolson( 
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 سازی به روش ضمنیه سستگ) ج
های جدید با حل یک دستگاه       حرارت در تمامی نودهای فضای حل دما در زمان        با نوشتن بالانس انتقال        

تر  کند و حل دقیق    به حالت دایم گرایش پیدا می      لهأبا تکرار این پروسه مس    . آید دست می ه  معادلات خطی ب  
. تر است  تر خواهد بود ولی سرعت حل آن  پایین          این روش به نسبت دو روش قبلی بسیار دقیق         . شود می
 شماره  نتایج حل با این روش در شکل      . باشد له مناسب می  أ ثانیه جهت پایدار شدن حل مس      1000ن کل   زما

 .شوند ارائه می) 6(

  )Implicit(سازی به روش ضمنی  کانتورهای دما در روش تفاضل محدود گسستهـ 6 شکل
 
 

 متد معادلات
Pressure Standard 

Momentum 
First 
Order 

Upwind 
Pressure-Velocity 

Coupling SIMPLE 

Energy 
First 
Order 

Upwind 

 روش حجم محدودـ 2

 
نشان ) 7(شماره  توزیع دما در شکل     . باشند می 300 برابر x,yدو راستای    تعداد نودها در این حل در هر         

که . باشد های برنامه کمی متفاوت می       توزیع دما در گوشه پایین سمت چپ با جواب            . داده شده است   
ثیر تغییر  أوضوح ت ه  این جواب ب  . سازی حجم محدود بر روش تفاضل محدوداست       دهنده برتری مدل   نشان

 .دهدی جنس دیوار را در شرایط مرزی نشان م
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 کانتورهای دما در روش حجم محدودـ 7 شکل
 

 روش اجزا محدودـ 3
 نسبت به روش تفاضل محدود از خود محدود نتایج بهتری حل معادلات انتقال حرارت با روش اجزا   

  نشان داده شده است)8( شماره نتایج در شکل. نشان داده است
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 کانتورهای دما در روش المان محدودـ 8 شکل
 

 نتایج
 مقایسه  سه روش های تفاضل محدود با یکدیگر

 گردد  بندی در حالت صریح سرعت حل بیشتر می با ریزترشدن مش   
بندی از یک حد بیشتر در روش صریح در مقایسه با روش کرانک نیکلسون، در دقیق                    ریزترشدن مش    

 . نخواهد داشتیثیرأها ت بودن جواب
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باشد و این به دلیل تفاوت       ترتیب در متد صریح بیشتر از متد کرانک نیکلسون بیشتر می           ه  سرعت حل ب     
سازی براساس مقادیر دما در      ر روش ضمنی گسسته   د. باشد کدام از این متدها می     سازی در  نوع گسسته 

باشند اما در روش کرانک نیکلسون مقادیر دما در            یرد که آنها نیز مجهول می       گزمان جدید صورت می    
ثیر دما در   أشود که این وزن دما ت       های جدید و هم به قدیم مرتبط می          زمان جدید هم به دما در زمان        

های جدید براساس دما در       در روش صریح دما در زمان       . هدد های جدید را به نصف کاهش می         زمان
 .شوند های قدیم محاسبه می زمان

سازی شرایط مرزی    باشد بنابراین مدل   تر می  توزیع دمای در نزدیک مرزها در روش ضمنی بسیار  دقیق           
 .در متد ضمنی بر دو روش دیگر تفاضل محدود برتری دارد

 .باشد  یکسان میر سه روش تفاضل محدود تقریباًتوزیع بردارهای انتقال گرما در ه   
 . باشند  مقادیر دما در سه روش یکسان میاًباشند، تقریب در مناطقی از بلوک که نزدیک مرز نمی    

 مقایسه کلی سه روش
نتایج بهتری   کند و دقت بالاتر و     ا ارائه می   هروش حجم محدود نتایج معتبرتری را نسبت به سایر روش            

 .دهد رزها میرا در م
 

 :نمادها
 تعریف نماد تعریف نماد
ρ چگالی VC 

 گرمای ویژه
...q 

حرارت تولیدی در واحد 
 سطح

K(xx,yy,zz)  ضرایب هدایت در جهت
 zوyوxهای 

hc ضرایب همرفت متغییر { }q بردار شار حرارتی 
hf ضریب همرفت فیلم T دما 

T B 
 زمان t دمای بالک

T S 
 xمختصات در جهت  x دمای سطح مدل

VOL حجم المان y  مختصات در جهتy 
T∂  تغییرات دماهای اعمال

 شده
α ضریب انبساط حرارتی 

{ }















=
VZ
VY
VX

V

 

جایی بردار بیان کننده جاب
 بر اثر انتقال حرارتجرم 

{ }





























∂
∂
∂
∂
∂
∂

=

z

y

x

L

 
 بردار عملگر
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 و کرانک Implicitالگوریتم روش ـ  10شکل
 نیکلسون

 explicitالگوریتم روش ـ 9 شکل
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