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 چکیده
لذا شناخت.  هدایت حرارت هذلولوی اغلب با مشکلات زیادی همراه است                حل معادلات 

در واقع . موارد کاربرد اینگونه معادلات و ضرورت استفاده از آنها بسیار حائز اهمیت است             
توان با تقریب خوبی ازبا توجه به نوع شرایط مرزی حاکم بر مساله، در برخی موارد می               

در این مقاله به بررسی. له هدایت هذلولوی استفاده نمود    معادله هدایت سهموی به جای معاد     
همگرائی جوابهای معادله هدایت حرارت هذلولوی و سهموی با توجه به شرایط مرزی

در حالتی که سطح جسم ناگهان در معرض جابجایی حرارتی. مختلف پرداخته شده است    
اما بعد از.  متمایز خواهند بود   گیرد در لحظات اولیه، جوابهای این دو معادله کاملاً         قرار می 

در مواردی که جسم تحت شرط مرزی. گذشت مدت زمان طولانی جوابها همگرا خواهند شد       
نوسانی قرار دارد، حتی بعد از گذشت مدت زمان طولانی نیز جوابهای معادله هدایت حرارت

ز طریقوقتی سطح جسم با محیط اطراف ا       . هذلولوی و هدایت کلاسیک همگرا نخواهند شد       
نماید، اگر اثرات تابش روی سطح خیلی قویتر از هدایت باشد و یاتابش تبادل حرارت می   

ضریب جذب سطح جسم خیلی بزرگ باشد، دمای سطح جسم با تقریب خوبی از معادله
                                                                               .    آیدکلاسیک حرارت بدست می

  نوسانی، تابش، حرارت، هذلولوی،هدایت : واژه های کلیدی
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 مقدمه
گیرد و    هدایـت حـرارت نوعـی انـتقال انـرژی اسـت کـه بـه واسطه گرادیان دما در یک ماده صورت می                   

هدایت حرارتی که   تئوری کلاسیک   . دهدکانیزم فیزیکی آن را فعالیت تصادفی اتمی یا مولکولی تشکیل می          م
دما به صورت    با گرادیان   اغلـب از آن به عنوان قانون هدایت فوریه نام می برند، شار حرارتی را مستقیماً               

های تجربی و نه از     پدیدهقـانون فوریـه یـک قانون پدیده شناسی است، یعنی از             . خطـی مرتـبط مـی سـازد       
بر مبنای مدل فوریه، حرارت در محیط هادی با سرعت بینهایت منتشر            . گرددمفاهـیم اولـیه اسـتخراج مـی       

را در بر دارد؛ یعنی پخش ناگهانی انرژی        یک فیزیک غیر واقعی     علیرغم اینکه مدل هدایت فوریه      . ود ش ـ مـی 
  . ]1[کاربردهای مهندسی در زندگی روزمرهاست برای اکثر  حرارتی، اما تقریب بسیار خوبی

4 

های زمانی خیلی کوچک، انتقال گرما در دماهای انتقال حرارت گذرا در بازه:    این قانون در مواردی شبیه
 کمک لیزر، تابش  ، در فرآیند پروسس مواد به      کرایجنیک خیلـی پاییـن نـزدیک صفر مطلق مانند کاربردهای         

 حرارت در   دت بالا، انتقال حرارت با نرخ زیاد در محیط های رقیق و انتقال            موجهـای الکترومغناطیسی با ش    
علت ایـن امر ناسازگاری مدل     . سـاختارهایی در ابعـاد مـیکرون نـتایج غـیر قـابل قبولـی را ارایه می نماید                  

رائه  مدلی را ا  1958 در سال    2 و ورنوته  1کاتانئو. ]1[باشد  هدایـت فوریه با فیزیک واقعی انتشارحرارت می       
ساختار غیر همگن ماده باعث ایجاد یک       . دادنـد کـه بـر محـدود بودن سرعت انتشار حرارت استوار است             

تواند نمایانگر زمان لازم برای     این تأخیر می  . گرددتأخـیر در پاسـخ بیـن شـار گـرما و گـرادیان دمـا مـی                 
أخیر، شار گرمایی به تدریج در طی این ت. انرژی برای تبادل حرارت بین اجزا ساختاری ماده باشدانبارش 

بنابراین جبهه موج در جایی قرار دارد که پاسخ به          . ]2[ دهدکند تطبیق می  خـود را بـا آنچه فوریه بیان می        
در حالی که فوریه بر این باور است که شار حرارتی به . کندآرام گرفتـن می   شـروع بـه      3تحـریک گرمایـی   

 .  ]2[سازد  ت گرادیان دما منطبق میطور خیلی ناگهانی و سریع خود را با تغییرا
 

  ریاضی حاکم بر هدایت هذلولوی گرمامعادله
نهایـت بـودن سـرعت انتشـار حـرارت در ماده بیانگر این است که بین شار                     در مـدل فوریـه فـرض بـی        

به عبارت دیگر به محض ایجاد گرادیان دما،        . حرارتـی و گـرادیان دمـا هیچگونه تأخیر زمانی وجود ندارد           
مدل هدایت هذلولوی گرما که سرعت انتشار حرارت را         . کندار حرارتـی نـیز خـود را با آن هماهنگ می           ش ـ

به . کند، این حقیقت را در بر دارد که بین گرادیان دما و شار حرارتی تأخیر وجود دارد                محـدود فـرض می    
رابطه . قال یابدکشد تا حرارت از یک طرف جسم به طرف دیگر آن انتعـبارت دیگـر مـدت زمانـی طول می       

 :]2[توان اینگونه نوشت بین شار حرارتی و گرادیان دما را می
)1     (                                              ),(),( txTktxq ∇−=+τ

                                                  
1  - Cattaneo 
2 - Vernotet 
3 -Thermal disturbance 
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بندی  دینامیکی مواد دسته   جزء خواص ترمو   .شود تحـت عـنوان زمـان آرامش حرارتی نامیده می          کـه 
 صرف نظر   و از جملات مرتبه بالاتر از یک نسبت به        را بسط داده    ) 1(معادله  اگـر سمت چپ     . ودـمـی  ش ـ   

 :نماییم، داریم

ττ
τ

)2(                                           ),(),(),( txTk
t

txqtxq ∇−=
∂

∂
+τ

 5   

 ی یعنی انرژمعادلهبا ) 2 (معادلهاز ترکیب 

)3       (                                        ),(),( txq
t

txTc p −∇=
∂

∂ρ
 :]2[رسیم  هدایت هذلولوی میمعادلهبه 

)4(                                ),(),(),( 2
2

2

txT
t

txT
t

txT
∇=

∂
∂

+
∂

∂ ατ
دله مشتقات مرتبه    که در دو طرف این معا      شود اینست  گفته می     علت اینکه به این معادله هدایت هذلولوی      

 است، که این معادله بیان کننده انتشار حرارت با سرعت محدود. دوم دما ظاهر شده است
با معادله کلاسیک هدایت حرارتی، جمله) 4(اوت معادـله  تف ـتـنها  . ضـریب پخـش حـرارت اسـت     

2

Tτ

τ

8−

2∂

12−

t∂
  

کرد، فرمول   کوچک باشد به طوریکه بتوان از این ترم صرف نظر           خیلـی  ای درمـاده  دیـر اگـر مقا  . اسـت 
 در مواد مختلف بسیار متفاوت    اما مقادیر . شودای بـه همـان فرم کلاسیک تبدیل می        هدایـت غـیرفوریه   

 10 در محدودهزها و جامدهای دی الکتریک مقادیر     برای مواد همگن، مانند مایعات خالص، گا      . اسـت 
 20 ، زمان آرامش حرارتی نزدیک به        NaHCO3در مواد غیر همگنی مانند شن و        . باشد ثانیه می  10تـا 

ادی به جزئیات  ساختاری آنها       زمـان آرامـش حرارتـی در جـامدات غـیر همگـن به میزان زی               . ثانـیه اسـت   
 .]1[های شن بستگی دارد   مثلا در شن  این مقدار  به متوسط  قطر دانه. وابسته است

τ
τ

5.0)(
τ
α

=vα
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 ماهیت و شکل جواب معادله هدایت هذلولوی
هدایــت حــرارت هذلولــوی از دیدگــاه ریاضــی در قالــب معــادلات دیفرانســیل جزئــی هذلولــوی معادــله    

 :]3[نوع معادلات به فرم کلی زیر هستند این . گردددسته بندی می

)6                                        ( ),(2

2
2

2

2

txbW
x
Wa

t
Wk

t
W

Φ++
∂
∂

=
∂

∂
+

∂
∂

0),( =Φ tx ک ـکترونیـهوری در ال  ـ مش معادله بـه      ، :    اگـر در ایـن دسـته از معـادلات         
 .این معادله به فرم زیر است های بنیادین کلی جواب در حالت.  معروف استمعادله تلگرافمی رسیم که به 

0>k0<b

6 

)8             (    b k    :         
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2
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2
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xtcIktxatH

a
txE −−−=

2 0
4

+ <

ظاهر . ]3[بسل اصلاح شده می باشد     تابع    تابع بسل و    است، 4 تابع پله واحد      که
شدن تابع پله در جوابهای بنیادین این معادله نشانی از ایجاد یک شوک یا یک جبهه تند موج در جواب                         

است

τ

                                                

 که هنوز تمام جسم حرارت را احساس نکرده است یک شوک تند در                بنابراین برای زمانهای کوتاه   . 
 .شودهای نمایه دما دیده می منحنی

)()
2

exp()(
2
1),( 2

2
2

0 a
xtcJktxatH

a
txE −−−=

)(0 zJ)(0 zI

 
 روشهای حل معادله هدایت حرارت هذلولوی

 هدایت حرارت هذلولوی کارهای زیادی هم به صورت تجربی و هم به صورت تحلیلی                معادله   برای حل   
 یک تبدیل انتگرالی محدود جدید برای         5میلادی دوهامل  2001در سال   . در این سالها انجام شده است       

 نوع  با توجه به اینکه این     .  داده است  ئهای در مواد نامتجانس ارا      هدایت غیر فوریه   معادلهبررسی و حل    
 و اینکه در بسیاری از    )  در این مواد بزرگ است     (هدایت حرارت بیشتر در مواد غیر همگن مطرح است           

به این دلیل تا کنون بیشتر      . بسیار مشکل است  معادله  موارد خواص نیز ثابت نیستند، لذا حل تحلیلی این           
بزرگترین  . اما حل عددی نیز خالی از اشکال نیست        . به روشهای حل عددی این معادله توجه شده است         

یه دما برای زمانهای     های شدید در نما     در حل عددی این نوع مسایل وجود دارد ناپیوستگی            کهمشکلی  
. گردندها به شدت دچار نوسان می     در این موارد، حل های عددی در نزدیکی ناپیوستگی       . کوتاه اولیه است  

حسن این  . ]4[ یک روش جدید برای حل عددی معادله هدایت حرارت هذلولوی ارایه شد                 1992در سال   
 کلی حل به این     روش. شودسان نمی روش اینست که حل بدست آمده در نزدیکی ناپیوستگی ها دچار نو            

تبدیل لاپلاس نسبت به زمان گرفته        ای   هدایت حرارت غیر فوریه      معادلهصورت است که در ابتدا از          
دست آمده  ه  سپس معادله دیفرانسیل معمولی ب    . برد را از بین می    معادلهاین کار وابستگی زمانی     . می شود

باید از جوابهای بدست آمده لاپلاس معکوس گرفت تا نمایه             نمایند، در پایان     عددی حل می  را از طریق     

 
4 - Heaviside unit step function 
5 - Duhamel 
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 7   

دیفرانسیل بدست آمده از تبدیل لاپلاس، از طرفین معادله در             برای حل معادله   .دست آید ه  اصلی دما ب  
. گیردگیری در طول حجم کنترل صورت می       در واقع انتگرال  .   انتگرال گیری می شود   ]فاصله

این روش   
], 2/12/1 +− ii xx

اما تمام نکته کار در اینجاست که باید نمایه دما را در داخل هر               .  دارد 6یک دیدگاه حجم محدود   
معادله دیفرانسیل معمولی بدست آمده     ست که    ا علت این امر این   .  در نظر گرفت   Sinhحجم کنترل به فرم     

 :از تبدیل لاپلاس در حالت کلی به صورت زیر است
)9     (                                 ;  )( 1+≤≤ ii ηηη 02

2

2

=− θλ
η

θ
d
d

دست ه  با انتگرالگیری از طرفین معادله دیفرانسیل معمولی ب        .  است Sinh به فرم    معادله   که جواب این    
شکل نمایه دما در هر حجم کنترل، مساله تبدیل به حل یک دستگاه              از این  آمده از تبدیل لاپلاس و استفاده     

در پایان باید از جوابها لاپلاس معکوس        . گردد حل می  T.D.M.Aمی شود که با روش      سه قطری    لهمعاد
از آنجا که در    . البته این بخش کار هم چندان آسان نیست و نیازمند لاپلاس معکوس عددی است                . گرفت

 د به این  روش عددی حل می شو     گردد و سپس معادله به     این روش ابتدا از تبدیل لاپلاس استفاده می          
این راهکار تاکنون بهترین روش برای حل عددی معادله هدایت           . گویندروش، هیبرید یا روش ترکیبی می      

چرا که علاوه بر حذف نوسانات عددی محدودیتی در شرط مرزی مبنی بر              . حرارت هذلولوی بوده است   
 .]4[ خطی یا غیر خطی بودن آن ندارد

 
 هدایت  هذلولوی با شرط مرزی جابجایی 

نهایت تحت شرایط مرزی      هدایت حرارت هذلولوی را در یک صفحه نیمه بی             1996 در سال     7   آنتاکی
 :معادله حاکم و شرایط مرزی به قرار زیر است. ]5[جابجایی مورد بررسی قرار داده است

)10                                                          ( 2

2

2

2

x
T

t
T

t
T

∂
∂

=
∂
∂

+
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∂ ατ

0)0,( TxT = )11(                                                                 

)12                                                              ( 0)0,(
=

∂
∂

x
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)13                                                             ( 
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6 - Finite Volume 
7 - Antaki 
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 جایی حرارتیهدایت هذلولوی و سهموی با شرط مرزی جابهـ 1شکل 

8 

 

 

جایی ـ همگرایی جوابهای معادلات هدایت حرارت هذلولوی و سهموی با شرط مرزی جابه2شکل 
 حرارتی
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. حل نموده است     آنتاکی با استفاده از روش تبدیل لاپلاس و معکوس آن این مسأله را به صورت تحلیلی                 
 ).اندهای گوشتی رسم شدهفرآوردهاین نمودارها برای ( آمده است ) 2(و ) 1(های نتایج در شکل

 9   

جایی حرارتی قرار گیرد در لحظات         نمودارها حاکی از اینست که اگر یک صفحه ناگهان در معرض جابه           
 این دو مدل بر      زمان نتایج  اما با گذشت  . کند کاملاً متفاوت است   اولیه نمایه دما با آنچه فوریه پیش بینی می       

در این حالت دماهای     .دیده می شود  8در لحظات اولیه در مرز صفحه یک پرش دما         . گردندهم منطبق می  
درحالت (هذلولوی بیشتر از چیزی است که فوریه پیش بینی می کند                 پیش بینی شده از طریق هدایت      

که در بررسی اثرات حرارت     آید  از نتایج این مسأله چنین بر می      ). سرمایش عکس این مطلب صحیح است     
مخصوصاً در مورد اثرات    . ای را در نظر گرفت    بر بافت بدن انسان باید اثرات هدایت حرارت غیر فوریه           

است

∞<< x0

f0=x
0=x∞

  .]5[لیزر و نفوذ آن در بافت بدن و میزان تخریب بافتهای مجاور این مساله حائز اهمیت 
 

 هدایت هذلولوی با شرط مرزی تابش
اندتهـ به بررسی هدایت حرارت هذلولوی با شرط مرزی تابش پرداخ     1985ال   در س  10 و ویک  9   اوزیسیک

 T  که در ابتدا در دمای 0این دو نفر هدایت هذلولوی را برای یک صفحه نیمه بی نهایت            . ]6[
گردد   اعمال می    روی سطح  در این مسأله شار حرارتی    . قرار دارد مورد بررسی قرار دادند     

آنها نتایج بدست   .   از طریق تابش تبادل حرارت نماید        T می تواند با محیطی با دمای        و سطح   
سطح را با نتایج حل عددی       آمده از حل عددی معادله هدایت هذلولوی به همراه اثرات تشعشع روی                 

که  . آمده است ) 3(نتایج کار این دو نفر در شکل         . اندمعادله سهموی مقایسه نموده   

)(t

α
ξ

2

2 tv
=v

tαsα
σ

 سرعت  ،
 ضریب جذب   ظور از من.  ضریب پخش گرماست     زمان و  انتشار موج گرمایی در محیط است،       

N : دست می آیده  از فرمول زیر ب. ضریب استفان بولتزمان استسطح و

)15                                                          ( 
r

)16                    (                                            

Tn
kN 32σ
β

=

kv
f

T r
r

α
=

)17                                                                ( 
α

β v
=

rfnN  نسبت  ی دیگر می توان گفت که    به بیان .  ضریب انعکاس است    شار مرجع روی سطح جسم و          
 هدایت به تابش است، 

)18                                                         ( 
radiation

conduction

q
q

N =

                                                 
8 - Temperature Jump 
9 - Ozisik 
10 - Vick 
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10 

 

شود که هرچه اثرات تابش نسبت به هدایت قویتر باشد، دمایی را که معادله دیده می) 3(   در شکل شماره 
بینی شده توسط فوریه     وی برای سطح قطعه پیش بینی می کند با سرعت بیشتری به سمت دمای پیش            هذلول

همانطور که دیده   . افزایش ضریب جذب سطح جسم نیز همین اثر را اعمال می کند             . ]6[گردد  همگرا می 
ز شود، در صورت نادیده گرفتن اثرات تابش روی سطح جسم، شیب پروفیلهای دمای بدست آمده ا                    می

هدایت هذلولوی و سهموی خیلی به هم نزدیک است، ولی با افزایش اثرات تشعشع روی سطح و نیز                         
 .افزایش ضریب جذب سطح شیب منحنی ها کاملاً از یکدیگر متفاوت خواهد بود

و نیز در مواردیکه ضریب      تر از هدایت است      بنابراین در مواردی که اثرات تابش روی سطح خیلی قوی         
م خیلی زیاد است، دمای سطح جسم بعد از گذشت زمانهای کوتاه، با تقریب خوبی از                     جذب سطح جس  

 .همان معادله کلاسیک هدایت حرارتی بدست می آید

 ـ اثرات شرط مرزی تابش بر هدایت هذلولوی3شکل 
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 هدایت حرارت هذلولوی با شرط مرزی نوسانی

 11   

ای بر بازدهی سطوح     رات هدایت غیر فوریه    ای به بررسی اث     در مقاله   12 و لی   11 یوئن 1998   در سال    
آنها با استفاده از مدل هذلولوی هدایت گرما در         . ]1[اندگسترده تحت شرایط دمای پریودیک پایه پرداخته      

در این مقاله هدایت هذلولوی با       . اندبررسی نموده  یک فین، توزیع دما و بازدهی آن را به صورت عددی            
) و ضخامت   ین با نوک آدیاباتیک به طول       استفاده از روش ترکیبی در یک ف            مورد    /

 :ای متصل است که دمای آن به صورت تابع زیر تغییر می کنداین فین به صفحه. بررسی قرار گرفته است
L1b L<<

)cos()()(
__

tATTTtT inbbb

∧

−+= ω

binTA
∧

ω
eT

τ

                                                

b )

)19    (                           t      ; 0>
_

فرض شده  .  فرکانس تغییرات دمای پایه است      دامنه و     دمای اولیه،   دمای متوسط پایه،   T   که
از اثرات تابش   ( انتقال می دهد      با دمای ثابت      جایی حرارت را به محیط     که فین تنها از طریق جابه       

ای بر بازدهی حرارتی یک سطح         از بررسی اثرات هدایت حرارت غیر فوریه          ). صرف نظر شده است   
جایی در شرایط کاری پریودیک این نتیجه بدست آمده است که اگر چه اثرات                    گسترده همراه با جابه    
ظات اولیه کار آن چشمگیرتر است،  اما زمانیکه فرکانس تغییرات دمای پایه زیاد                هدایت هذلولوی در لح   

 .]1[است حتی بعد از گذشت مدت زمان طولانی نیز این اثرات باقی خواهند ماند
 

 نتیجه گیری
ای حائز      در مواردی که شرایط مرزی در جسم به طور ناگهانی تغییر می کند هدایت حرارتی غیرفوریه                

 بزرگ باشد و این به جنس ماده        ای چشمگیر است که مقادیر    است؛ زمانی اثرات هدایت غیرفوریه    اهمیت  
گیرد، در لحظات   جایی حرارتی قرار می   مواردی که سطح جسم ناگهان در معرض جابه         در .بستگی دارد 

 اما بعد از گذشت زمانهای طولانی این        اولیه جوابهای هدایت هذلولوی و سهموی کاملاً از یکدیگر متمایزند         
در حالتی که شرط مرزی مساله نوسانی است این دو جواب بر هم          . شونددو جواب به سمت هم همگرا می      

مخصوصاً اگر پریود نوسانات تحریک با زمان آرامش حرارتی هم مرتبه باشند، حتی             . منطبق نخواهند شد  
 . یت غیرفوریه ای باقی خواهد ماندبعد از گذشت زمانهای طولانی نیز اثرات هدا

آید که اگر اثرات        در بررسی اثرات هدایت هذلولوی با درنظرگرفتن تابش در سطح این نتیجه بدست می             
تابش روی سطح خیلی قویتر از هدایت باشد و نیز اگر ضریب جذب سطح جسم خیلی زیاد باشد، دمای                      

ریب خوبی از همان معادله کلاسیک هدایت حرارت          سطح جسم حتی بعد از گذشت زمانهای کوتاه با تق            
از سوی  . شوندبه عبارت دیگر، جوابهای این دو مدل خیلی سریع به سمت هم همگرا می                . آیدبدست می 

های دمای بدست آمده از هدایت      دیگر در صورت نادیده گرفتن اثرات تابش روی سطح جسم، شیب نمایه            
با افزایش اثرات تشعشع روی سطح و نیز افزایش ضریب           . هذلولوی و سهموی خیلی به هم نزدیک است        

 .ها کاملاً از یکدیگر متفاوت خواهند شدجذب تابشی سطح، شیب منحنی

 
11 - Yuen 
12 - Lee 
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 :هاعلائم و نشانه
Cp :ظرفیت گرمایی ویژه                           t :زمان 

h :جاییبهضریب انتقال حرارت جا             v :سرعت انتشار موج گرمایی 
).( Kkgkj)(s

)
2

( KmW)( sm

K :ضریب هدایت حرارتی                            σ: ثابت استیفان بولتزمن )( mKW

12 

N :جایینسبت انتقال حرارت هدایت به جابه                  α : حرارتیضریب پخش )
2

( sm

N :ضریب انعکاس                                                    θ :دمای بی بعد 
Q :شار حرارتی                                         ρ :چگالی 

)τ
)

2
( mW)

3
( mkg

(K)(s T :مان آرامش حرارتیز:                                                 دمای مطلق 
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