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 اثر همزمان اصطکاک و انتقال حرارت در جریان گاز
 پذیراکم  تر

 
 

 رضا عامری گلستانمجید 
 اصفهان آزاد اسلامی واحد خمینی شهردانشگاه   مهندسی فنی ودانشکده

 

 
 

 چکیده

ثیر أبوری از یک مجرا تحت ت     عپذیر    دارد که جریان سیال تراکم     همـواره مواردی وجود      
همچنین بدیهی است که اصطکاک دیواره مجرا نیز وجود     .انتقال حرارت از آن مجرا باشد     

بینی  واص جریان پیش  خیر این دو پدیده را در       أثبنابراین چنانچه بتوانیم ت   . خواهـد داشت  
آوریم  تدا معادلات حاکم بر جریان را بدست میبرای این منظور اب. کنـیم، مفید خواهد بود    

صی ندارند،  خاز آنجا که معادلات حاصله حل تحلیلی مش       . پردازیم سپس به حل آنها می     و
از جمله  . ودش را خواهد داشت   خاص  خآوریم که آن هم مشکلات       بـه حل عددی روی می     

حاسبات عددی  برای پرهیز از وارد شدن به م      . باشد گیر بودن آن می    ایـن مشـکلات وقـت     
و در نهایت به بررسی حوزه کاربرد روش         پیچـیده، یـک راه حل تقریبی ارائه خواهد شد         

 .تخواهیم پرداختقریبی 
 

شهای جریان تراکم پذیر، اصطکاک و انتقال حرارت، افت فشار، رو            :کلیدیواژه های  
  تقریبی                           
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 :م و نشانه هائلاع

kJ(ه در فشار ثابت ژگرمای وی
kg K−

( : Cp 

 m( : D قطر لوله

 f : ضریب اصطکاک

(ضریب انتقال حرارت جابجایی 
Km

W
−2( : h 

(ضریب هدایت حرارتی گاز 
Km

W
−

( : K 

 m( : L)طول لوله
 M : عدد ماخ

 m : X)(طول المان
 kPa( : P(فشار استاتیک  

 kPa( : Pt(فشار سکون  
 Pr : عدد پرانتل

انتقال حرارت به ازای واحد جرم گاز عبوری از لوله 
kg
kJ

( : q
.

 
 kW( : q(انتقال حرارت روی لوله  نرخ 

 K( : T(دمای ا ستاتیک 
 K( : Tt(دمای سکون  

 K( : Tw(دمای دیواره مجرا 

(سرعت جریان 
s
m

(   : V 

 γ : ه در حجم ثابتژه در فشار ثابت به گرمای ویژ گرمای وینسبت

2(لز جت گاز  

.
m
sN

( : µ 

3m( یته گازدانس
kg

(  : ρ 

2m(تنش برشی دیواره
N

 ( : τw 
 (*) : واص در محلی که عدد ماخ یک استخ
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 مقدمه
 این محاسبات برای    مولاًعم.  رایج در سیستم های انتقال سیال می باشد        ئلمحاسبه افت فشار یکی از مسا        

در مبحث دینامیک گازها بیان      ناپذیـر در حـوزه مکانیک سیالات و برای سیالات تراکم پذیر            سـیالات تـراکم   
برای بدست آوردن افت فشار در هر صورت لازم است معادلات جریان همراه با شرایط مرزی                 .شوندمـی   

همچنین برای   .   ، شرایط مرزی حرارتی می باشند        از جمله مهمترین شرایط مرزی موجود      .موجود حل شوند  
 .جریان های داخلی باید اصطکاک دیواره را نیز مدنظر داشت

 عرایی با مساحت مقط   جال را در م    زیر صوت و فرا صوت یک گاز ایده        اکم پذیر در این بررسی، جریان تر       
در این صورت چه انتقال حرارت به صورت خارجی          .کنیم که همراه با انتقال حرارت باشد       ه می عثابت مطال 

باشد مانند یک مبدل حرارتی و چه به صورت داخلی باشد مانند یک واکنش شیمیایی، اصطکاک دیواره نیز               
 خواصبنابراین لازم است اثر هر دو پدیده انتقال حرارت و اصطکاک را بطور همزمان روی                . ور دارد ضح

یکی شرط شار حرارتی ثابت . مال می کنیمع شرط مرزی حرارتی را اعدر اینجا دو نو. جریان بدست آوریم
دیواره   مثلاً که فتدمل شرط مرزی اول وقتی اتفاق می ا       عدر  . و دیگری شرط ثابت بودن دمای دیواره مجرا       

های الکتریکی که دور مجرا پیچیده       ود دیواره و یا از مقاومت     خبور جـریان الکتریسته از      ع ـمجـرا بوسـیله     
شـرط مـرزی دوم نیز هنگامی پیش می آید که مجرا در حمامی از یک سیال در حال          . انـد، گـرم شـود      شـده 

 .ان در فشار ثابت قرار گرفته باشدعجوشش یا می
اثر ( ز بدسـت آوردن معـادلات لازم  بـه حـل آنهـا می پردازیم و نشان می دهیم که در این حالت                             پـس ا  

برای بدست آوردن خواص جریان یک روش تقریبی وجود دارد که از          ) همـزمان انتقال حرارت و اصطکاک     
 و واهیم کرد خحوزه کاربرد این روش را بررسی       . وردار است خسـادگی بیشـتری نسـبت بـه حل دقیق بر          

 .نشان می دهیم  که در ناحیه گذر از صوت دقت این روش به شدت کم می شود
همراه با اصطکاک و انتقال حرارت در        لازم بـه ذکـر اسـت کـه یکـی از مـوارد کاربرد جریان تراکم پذیر                    

من انتقال حرارت ضکه  طوری طراحی شوند  زیرا مبدل های حرارتی باید     .طراحـی مـبدل های حرارتی است      
مترین افت فشار که ناشی از اصطکاک است نیز حاصل شود و به این ترتیب توان لازم برای پمپ                   کافـی، ک  

 .کردن سیال به حداقل ممکن کاهش یابد
 
 :یاتضفر

   (iآل در نظر می گیریم دی و پایدار و گاز را ایدهعجریان را یک ب. 
  (iiی گیریم ثابت در نظر معای شکل و با مساحت مقط  دایرهعمجرا را با مقط. 
 (iiiشده باشدعت در طول لوله توزیخیکنوا  می کنیم که شار حرارتی به طورض فر . 
(ivانتقال حرارت در cpثابت انجام می گیرد . 
 

 :معادلات حاکم
 رت و  ثابت  همراه با انتقال حرا      عای با مساحت مقط    ل را در لوله    آ دی یک گاز ایده   عیک ب  جـریان پـایدار و       

اب می کنیم و معادلات حرکت      خیار دیفرانسیلی انت  عیک حجم م  ). 1شکل  (اصطکاک دیواره در نظر می گیریم       
 .سیمیی را برای آن می نوژانر و
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                             dq
.

↓
          

 M P T Vt, , , →                    →  
M dM V dV
P dP T dTt t

+ +
+ +

,
,

                            

                                 
dx

wτ
←   

 
  لوله ای با اصطکاک و انتقال حرارتیک گاز درون پذیر جریان تراکم ـ 1شکل 

 
  :پیوستگیمعادله 

d dV
V

ρ
ρ
+ = 0

)1( 

 :معادله ممنتوم

dp V f dx
D

VdV+ + =1 2 02/ ρ ρ )2( 
                  

fه صورت   باست که   لـی لوـله     ضـریب اصـطکاک داخ    fو لوـله    قطـر  D،)2( معادـله  در
V
w=

4
1 2 2

τ

ρ/
 

 .به عدد رینولدز و زبری دیواره بستگی دارد fمقدار. شودریف میعت

V، با توجه به روابط      )2(معادـله    M RT= γ   و dV
V

dM
M

dT
T

= +1 در ) 3( معادله     به صورت   /2
 .می آید

dP
P

M f dx
D

M dM
M

M dT
T

+ + + =1 2 1 2 02 2 2/ /γ γ γ )3( 
 :معادله انرژی

d q C dTp t

.
= )4( 

 

Tبـا توجـه بـه رابطـه        T Mt = +
−( )1 1
2

2γ     که رابطه بین دمای سکون و دمای استاتیک را بر حسب  
 :را به صورت زیر می توان نوشت) 4( گاز و عدد ماخ بیان می کند، را بطه عنو

d q
c T

M dT
T

MdM
p

.

( ) ( )= +
−

+ −1 1
2

12γ
γ 

)5( 
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dTرا مـی تـوان بـرای جملـه          ) 5(رابطـه   
T

ل داریم  ه آ همچنیـن بـا توجه به معادله حالت گاز اید         .   حـل کـرد     
dP
P

d dT
T

= +
ρ
ρ

 :واهیم داشتخو تقریف عدد ماخ ) 1(  که از ترکیب این رابطه با معادله پیوستگی 

dP
P

dM
M

dT
T

= − +1 2/ 
)6( 

dPبا جایگذاری
P

dTو ) 6( از معادله 
T

  ].1[وا هیم رسیدخ) 7(به معادله ) 3(در معادله ) 5( از معادله 
 )7( 

d q
c T

M M f dx
D

M
M

M M

M
dM

p t

.

/ ( ) / [ ( )( ) / ]1 2 1 1 2 1 1 1 1 2

1 1
2

2 2
2 2

2
+ + =

−
+

− +

+
−

γ γ
γ γ γ

γ 

ییرات عدد غت بهتر تبارعبه . بـیان کنـنده آثـار تبادل گرما و اصطکاک به طور همزمان می باشد          ) 7(رابطـه   
 .بدست می آید) 7(ماخ یک جریان دراثر انتقال حرارت و اصطکاک از رابطه 

Pr(چنانچه عدد پرانتل گاز     =
c

k
pµ ( ،واهیم داشتخنزدیک به یک باشد: 

d q m d q m c dT h T T Ddxp t w t= = = −
. . .
. . ( )π 

)8( 

 
در این حالت با توجه به      . ضـریب انـتقال حـرارت جابجایـی بیـن گـاز و دیـواره مـی باشـد                  h   کـه در آن     

h به صورت  f و     hبرقراری تشابه رینولدز، رابطه بین      
Vc fp=
ρ

8
با توجه به این ارتباط      .    می باشد     

 ]1:[خواهیم داشت) 7(در رابطه ) 8(جایگذاری رابطه و همچنین 
)  9    ( 

 
T T
T

M fdx
D

M fdx
D

M
M

M M

M
dMw t

t

− +
+ =

−
+

− +

+
−

1
4

1 2 1 1 1 1 2

1 1
2

2
2

2 2

2

γ
γ

γ γ γ
γ

/ [ ( )( ) / ]

 
               

              مال عشرط ثابت بودن دمای دیوار را ا      ) 9(شـرط شار حرارتی ثابت و به کمک رابطه          ) 7(بـه کمـک رابطـه       
 .می کنیم
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بین ) 6(گیری از طرفین رابطه      با انتگرال  .ستفاده می کنیم  ا) 6(در نهایـت بـرای محاسـبه افت فشار از رابطه            
به ) نشان می دهیم* لامت عاین شرایط را با  (واه تـا شـرایطی که در آن عدد ماخ یک می شود              خ ـشـرایط دل  

 .می رسیم) 10(رابطه 

P
P M

T
T* *=

1
 

)10             (

 
ثابت ا ست بنابراین رابطه زیر را می توان بین دو * ص، شرایط  خازای یک دبی جرمی مش    از آنجـا که به         

 : از لوله نوشت2 و 1 عمقط

P
P

P
P
P
P

M
T
T

M
T
T

M
M

T
T

2

1

2

1

2

2

1

1

1

2

2

1

1

1
= = =

*

*

*

*

 

)11( 

 
P∆، افت فشار به راحتی به صورت        1 عص بودن فشار در مقط    خدر ایـن صـورت بـا مش           P P= −1 2 

 .محاسبه می گردد
 

 :روش حل
برای شرط مرزی   ) 7(همانطور که گفته شد معادله       .می باشد ) 9(و  ) 7(در اینجا هدف حل عددی معادلات          

ابتدا به  . برای شرط مرزی ثابت بودن دمای دیواره      ) 9(شـار حرارتـی ثـا بت بکار گرفته می شود و معادله              
بنابراین اگر  .  قسمت مساوی تقسیم می کنیم     nابتدا لوله را به      .می پردازیم ) 7(ارائه روش حل برای معادله      

dx باشد، طول هر المان برابر خواهد بود با            Lطـول کـل لوله     L
n

 میزان انتقال iii ض  با توجه به فر=

dqبارت خواهد بود از     عحرارت به هر المان نیز       q
ni =) i n= 1 2 3, , لوم بودن عدد   عبنابراین با م  ). ,...,

و دمای ) dM(ییرات عدد ماخ غت) 4(و ) 7(مـاخ و دمـای سـکون جریان ورودی به لوله می توان از روابط         
روجی خ عدد ماخ در M و   dM جبری   ع آنگـاه با جم     .روجـی از اولیـن المـان را بدسـت آورد          خسـکون   

مورد استفاده  ) 4(و  ) 7( در روابط    نوان ورودی المان دوم مجدداً    عاین مقادیر ب   .اولیـن المـان بدست می آید      
روجی المان دوم محاسبه می گردند و به همین ترتیب المان به المان به           خقـرار مـی گـیرند و مقادیر آنها در           

 .رین المان برسیمخ به آپیش می رویم تا
مل چون  عدر  .داد تقسیمات لوله، افزایش می یابد     عداد ماخ بدست آمده با افزایش ت      عبدیهـی است که دقت ا        

یین کنیم و محاسبات را تا حصول       عاز نظـر زمانـی محدودیـت داریـم کافی است که میزان دقت را از قبل ت                 
انتها، وسط و دو نقطه یکی قبل (ر محل از لوله    بـرای ایـن مـنظور در چهـا         .دقـت مـربوطه بـه پـیش بـبریم         

 را افزایش داده و     nسپس  . واه بدست می آوریم   خ دل nاب یک   خاقداد ماخ را با انت    ) د از وسط  ع ـودیگـری ب  
اط متنافر، بزرگترین داد ماخ نقعبا کم کردن ا  .داد مـاخ را در چهـار نقطـه قبلـی بدست می آوریم             ع ـ ا مجـدداً 

طای محاسبه شده از یک     خمحاسبات را آنقدر تکرار می کنیم که         .طا در نظر می گیریم    خنوان  ع ـل را ب  ض ـتفا
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نوان نتایج نهایی در نظر گرفته ع ـریـن نـتایج ب  خدر ایـن حالـت آ      .ییـن شـده کمـتر گـردد       عمقـدار از پـیش ت     
 .ایم    در نظر گرفته00001/0طا را  خیین شده ع تلازم به ذکر است که در این مقاله مقدار از پیش         .می شوند 

داد مـاخ و دماهـای سـکون در سرتا سر لوله، سایر خواص نیز براحتی از روابط مربوطه                   ع ـبـا محاسـبه ا    
لوم بودن فشار گاز ورودی به لوله قابل     عبا م )  11( فشار از رابطه     عنوان مثال توزی  عب .محاسـبه مـی گردند    

 . محاسبه است
ا تفاوت در ـتنه .اشدـب می) 7(ادله ـرای معـده بـته شـابه روش گفــز مش ــنـی ) 9(معــادلــه    لــ ـروش ح    

 .پیروی می کند) 8(روجی هر المان می باشد که از رابطه خاین حالت نحوه محاسبه دمای سکون برای 
نویسی  مهبه زبان برنا  ) 9(و  ) 7(گفتنـی اسـت کـه بـرنامه کامپـیوتری نوشـته شـده بـرای حـل معادلات                       
 . تهیه شده استMapleافزاز  نرم

 
 بررسی نتایج

تلف شار حرارتی برای جریان زیر صوت نشان خرا به ازای مقادیر م   ) 7( نتایج حل عددی معادله      2شکل     
ه می شود که در هر حال با        ظملاح.  آورده شده است   3همین نتایج برای جریان فرا صوت در شکل          .مـیدهد 

لاوه بر آن هر چه انتقال حرارت بیشتر        ع. فگـی پیش می رود    خ جـریان بـه سـمت        افـزایش انـتقال حـرارت،     
fxفگـی در نسـبت    خمـی شـود،     

D
له برای جریان فرا    أمشاهده می شود که این مس     .  مـی دهـد    خ کوچکـتری ر   

ای لوله  نکته جالب توجه آن است که در جریان زیر صوت، دمای استاتیک قبل از انته              . صوت شدیدتر است  
 . کاهش می یابد در حالی که انتقال حرارت به لوله همچنان ادامه دارد

ص انتقال حرارت،   خ می توان نتیجه گرفت آن است که به ازای یک مقدار مش            3 و   2آنچـه کـه از دو شکل           
این مطلب می تواند توجیه این نکته       . صوت دارد  جـریان زیـر صـوت افت فشار کمتری نسبت به جریان فرا            

 ]2.[داد ماخ بزرگ باید پرهیز کردعاشد که چرا در مبدل های حرارتی از اب
تلف دمای دیواره برای جریان زیر صوت       خبازای مقادیر م  ) 9( نـیز نـتایج حـل عددی معادله          4در شـکل       

 .فگی پیش می رودخدر این حالت هم با افزایش دمای دیواره جریان به سمت  .آورده شده است
اگر  .گیر می باشد   اند که بسیار وقت    حاصل شده ) 9(و  ) 7(نون بدست آمد از حل معادلات     نتایجـی کـه تاک ـ       

ثیر انتقال أزمان تحت ت ای که بطور هم میـن اولـیه از افـت فشار سیال در لوله         خهـدف بدسـت آوردن یـک ت       
جریان  (حـرارت و اصـطکاک قـرار دارد، باشد می توان یکبار جریان را تنها با انتقال حرارت در نظر گرفت                    

جریان (و افـت فشـار را بدسـت آورد و یکـبار هـم تنها اثر اصطکاک را روی جریان مد نظر داشت                     ) ریلـی 
مین اولیه از مقدار دقیق افت     خ کردن این دو افت فشار یک ت       عبا جم . و باز افت فشار را بدست می آورد       )فانو

 .باشدوردار می خوبی برخفشار خواهیم داشت که تحت شرایطی از دقت بسیار 
ه می شود که برای یک لوله با        ظملاح. دقـت ایـن روش در مقایسه با حل معادله دقیق آمده است             5در شـکل    

طای روش تقریبی نیز افزایش     خص هر چه انتقال حرارت بیشتر شود        خطـول ثابت و ضریب اصطکاک مش      
ه همین ترتیب برای ب. طا را داریمخ، ماکزیمم )در ناحیه گذر از صوت(فگـی مجـرا   خمـی یـابد بطوریکـه در     

 انتقال حرارت ثابت، هرچه اصطکاک جداره بیشتر شود دقت روش تقریبی نیز کاهش             خبا طول و نر   لوله ای   
 .می یابد

جویی شدیدی است که در     ه  له دقت روش تقریبی آنچه ما را به آن امیدوارتر می کند، صرف            أگذشته از مس     
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 .زمان حاصل می شود
در این   .طراری بخواهیم کمیتی را حساب کنیم     ض ا عمیـت می شود که در مواق      ز اه ئ ـله وقتـی حا   أایـن مس ـ     

با روش تقریبی گفته شده می توان در         .طرناک باشد خر ماندن برای محاسبه دقیق، ممکن است        ظ منت عمواق ـ
کرد در حالیکه برای محاسبه دقیق افت فشار ممکن          ای حساب   افت فشار را در لوله      چـند ثانـیه مثلاً     ضرع ـ

 فشار برای   عنوان نمونه زمان لازم برای محاسبه دقیق توزی       ع ـب .مـان بسـیار زیادتـری لازم باشـد        اسـت ز  
 ثانیه به کمک روش تقریبی گفته شده     10باشد درحالیکه با کمتر از         ثانـیه مـی     2539،  2 از شـکل     1منحنـی   

 . درصد می توان بدست آورد25ادل عطایی مخ فشار را با حداکثر عهمان توزی
 
 

  بعمنا
 
 تیعدانشگاه صن  رات انتشا الم رجبی، علی اکبر   عجان، برگردان از دکتر     .ا .یئدینامـیک گازهـا، جـیمز        -1

 1372اصفهان،      
2- Ascher H. Shapiro, “Dynamics and Thermodynamics of Compressible Fluid 
Flow”, 1983 
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